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نموده معطوف خود به را متعددی تحقیقات آن، سخت ماهیت لحاظ به که می باشد ترکیبیات و گراف مسائل معروف ترین جمله از گراف تطابق
نتایج مسئله این برای اما داشته اند، NP-Complete و NP-Hard مسائل از بسیاری در خوبی عملکرد فراابتکاری الگوریتم های گرچه است.
قرار موردبررسی مسئله این با مواجهه در الگوریتم ها این کارایی عدم علت تاکنون است. نشده گزارش الگوریتم ها این توسط آن حل از معتبری
شد. نخواهد نیز نزدیک بهینه جواب به زیادی بسیار احتمال با تصادفی جستجوی بر مبتنی روش یک می شود داده نشان مقاله این در است. نگرفته
درست تطابق سه حداکثر و شود انتخاب جایگشتی تصادفی صورت به آنکه احتمال رأس، n با گراف یک در است شده داده نشان نمونه عنوان به

بود. خواهد درصد ٠٫٠٢ شود، حاصل
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مقدمه ١

کاربردهای که می باشد ترکیبیات و گراف در توجه مورد قدیمی موضوعات از گراف تطابق

گراف رئوس نادرست تطابقات که خودرو تصویر دو :١ شکل
است. شده داده نشان قرمز رنگ با

یک هر گراف دو اگر [٢ ،٣] دارد. ماشین بینایی در تصویر تطابق در منجمله مختلفی
می باشد. n! گراف دو رئوس تطابق ممکن حالات تمام تعداد باشیم، داشته رأس n با
حالتی در رئوس، تطابق نوشتار این در که دارند وجود گراف دو تطابق در متعددی حالات
تصویر تطابق مسئله حالتی، چنین از مثالی می باشد. مدنظر هستند برابر رئوس تعداد که
گرفته درنظر گراف یک منزله به شیئ هر تصویر، دو در اشیاء تطابق مسائل در است. ٢

می شوند. محسوب کلاس یک به متعلق اشیاء موفقیت آمیز، تطابق صورت در و می شود

می دهد. نشان را آنها گراف متناظر نقاط همراه به ماشین تصویر زوج یک ١ شکل
تطابق یک فقط کاربرد، این در هستند. نادرست تناظرات دهنده نمایش قرمز خطوط

می شود. گرفته درنظر درست رئوس

نشان G٢ گراف رئوس به G١ گراف رئوس از یک به یک نگاشت یک مفروضند رأس n با یک هر G٢ و G١ گراف دو گراف). (تطابق ١ . ١ تعریف
[۴] باشد. می مذکور گراف دو بین تطابق یک دهنده

١سخنران

٢Image Matching

١



٢ طبسی هاشم سید طوسی، امین محمود عزتی، هاشم

به ϕ : V (G١) −→ V (G٢) مانند نگاشتی باشد داشته وجود اگر فقط و اگر هستند ٣ یکریخت G٢ و G١ گراف دو (یکریختی). ١ . ٢ تعریف
و ϕ(x) اگر فقط و اگر هستند هم مجاور G١ گراف در y و x عبارتی، به یا باشد. G٢ گراف از رأس یک متناظر دقیقا G١ گراف رأس هر که طوری

[۴] باشند. هم مجاور G٢ گراف در ϕ(y)

در نقطه یک n تا ١ از اعداد از ۵ جایگشت یک می باشد. O(n!) زمانی مرتبه با [٢] ۴ ان پی-سخت مسئله یک کلی حالت در مسئله این
می درست جواب ممکن، حالت n! از جایگشت یک فقط آید برمی ١ شکل از که همانطور نوشتار این در می دهد. نشان را مسئله جواب فضای
ان پی–کامل و ان پی–سخت مسائل از بسیاری در هستند محلی جستجوی و تصادفی جستجوی پایه دو بر مبتنی که فراابتکاری الگوریتم های باشد.
رنگ آمیزی مکان یابی، N–وزیر، دوره گرد، فروشنده مسائل در الگوریتم ها این نمونه عنوان به شده اند. منجر مناسبی نتایج به و گرفته قرار استفاده مورد
درست جواب به حصول از معتبری گزارش تاکنون هستند، مطلع نگارندگان که آنجا تا [١ ،۴] داشته اند. خوبی کارایی بسته بندی و برش مسائل گراف،
در فراابتکاری الگوریتم های از استفاده در نگارندگان موفقیت عدم و معتبر گزارش نبود ۶ است. نشده ارائه فراابتکاری روش های با گراف تطابق مسئله
روش های این با مسئله ماهیت بسا چه که کرد تقویت نگارندگان در را حدس این تبریدی، شبیه سازی مشهور و قدرتمند روش  همچون مسئله، این حل
در اما باشد. یافتنی دست جواب به حصول می شود باعث که است فراوانی جواب های دارای N–وزیر مسئله همچون مسئله ای نیست. سازگار حل
تعداد که بود آن از حاکی نویسندگان مختلف بررسی های است. قبول مورد درست، جواب یک فقط نوشتار، این در بررسی مورد گراف تطابق مسئله
مقدار در ناگهانی تغییری شاهد جواب، نقطه در اما بود. نامناسب هدف تابع مقدار نتیجه در و کم بسیار الگوریتم، تکراری روند در درست تطابقات
نقطه یک از شروع با که داد خواهیم نشان مقاله این در بود. خواهد نگارندگان آتی کارهای جمله از هدف تابع نقش بیشتر بررسی هستیم. هدف تابع

بود. خواهد صفر به نزدیک بهینه جواب به رسیدن احتمال همسایه، تولید تصادفی عملگرهای اعمال و مسئله جواب فضای در تصادفی
که رئوسی تعداد دیگر عبارت به می شوند. گزارش و محاسبه نادرست تطابقات نرخ عموماً گراف، تطابق مسئله حل روش خطای نرخ بررسی در
لحاظ از خود درست جای در باید عدد هر اینکه فرض با را ٣, ٢, ١, ۴ جایگشت مثال برای می شوند. شمارش ندارند، قرار خود درست جایگاه در
اند. گرفته قرار خود درست جای در ۴ و ٢ اعداد و ندارند قرار خود درست جای در ١ و ٣ اعدد جایگشت این در بگیرید. نظر در گیرد، قرار شمارش
تعداد به باشد شده طبقه بندی درستی به رأس m حداقل که مسئله ممکن جواب های تعداد نسبت که است مسئله این اثبات هدف نوشتار این در
استفاده عملی نتایج حصول برای تبریدی سازی شبیه الگوریتم از راستا این در بود. خواهد چشمگیر بسیار m افزایش با گراف، ممکن های جواب کل
استفاده مسئله جواب فضای در مختلف نقاط مقایسه برای دانسته جواب از مذکور مسئله برای مناسب هدف تابع وجود عدم به توجه با است. شده
شده پرداخته شده ذکر هدف راستای در نتایج، و قضایا اثبات به ٣ بخش در است. شده ذکر تبریدی سازی شبه الگوریتم روش ٢ بخش در است. شده
و شده تولید مصنوعی های گراف با ٣ بخش نتایج درستی دادن نشان برای مذکور روش از آمده بدست نتایج بیان به ۴ بخش در نهایت در و است.

است. شده پرداخته شده، تولید تصادفی های جایگشت

گراف تطابق حل های روش ٢

دارند، وجود گراف تطابق مسئله حل برای نرم محاسبات از استفاده با تقریبی و طیفی سازی، بهینه عمومی، های روش جمله از مختلفی های روش
حل برای بسیاری فراابتکاری های الگوریتم اند. شده انتخاب شوند می نامیده فراابتکاری های روش اختصار به که تقریبی های روش نوشتار این در
سازی شبیه الگوریتم نوشتار این در کرد. اشاره ممنوعه جستجوی و تبریدی سازی شبیه به توان می آنها جمله از که دارند وجود NP-Hard مسائل

است. شده ذکر آن اجرای شیوه از مختصری توضیح ادامه در که است شده انتخاب تبریدی

تبریدی سازی شبیه الگوریتم ٢ . ١

همانطور باشد می مسئله مختلف های حل راه کردن کد به نیاز نخست گام در فراابتکاری، های الگوریتم سایر همانند تبریدی، سازی شبیه الگوریتم در
راه به گام هر در و انتخاب تصادفی حل) (راه جایگشت یک ابتدا روش این در شود. می گرفته نظر در حل راه یک عنوان به جایگشت هر شد ذکر که
باشد می این در محلی سازی بهینه های روش با روش این تفاوت شود. می حرکت قبلی حل راه عنصر) دو تصادفی جایی به همسایگی(جا در حلی

شود. اجتناب محلی بهینه های حل راه از که شود می باعث این و شود می رد یا پذیرفته جدید حل راه احتمالی با مرحله هر در که

٣Isomorphism
۴NP-Hard
۵Permutation

وجود این با است. شده گزارش کم رأس تعداد با گراف های برای فقط اما است، شده داده گراف تطابق مسئله در ژنتیک الگوریتم کاربرد از مناسبی نسبتا نتایج [۴] مرجع در ۶

نیامد. بدست خوبی نتایج اما شد سازی پیاده [۴] مرجع در موجود شرایط با مسئله



تصادفی جستجوی بر مبتنی روش های با گراف تطابق مسئله در درست تطابقات تعداد حداقل برای بالا حد یک ٣

گرفته قرار خود درست جایگاه عنصر سه حداقل تصادفی جایگشت یک در اینکه احتمال که موضوع این اثبات راستای در قضایایی بعد بخش در
است. شده آورده است، درصد ٠٫٠٢ باشند

رأس n با هایی گراف در درست تطابقات تعداد نسبت بررسی ٣

ای نتیجه نهایت در و است شده پرداخته باشد، می تصادفی جایگشت یک در نادرست تطابقات تعداد دهنده نشان که ای قضیه به ابتدا بخش این در
است. شده بیان باشد، می تصادفی جایگشت یک در عنصر سه حداقل درست جایگیری احتمال دهنده نشان که

: [۵] با است برابر باشند نگرفته قرار خود درست جایگاه در اعداد از یک هیچ که ١, ٢, ..., n از جایگشت هایی تعداد .٣ . ١ قضیه

y(n) =


٠ if n = ١
١ if n = ٢
(n− ١)× (y(n− ١) + y(n− ٢)) n > ٢

(١)

باشد. می Cm =

(
n
m

)
y(n−m) بگیرند، قرار خود درست جای در عدد m < n دقیقا که ١, ٢, ..., n از هایی جایگشت تعداد .٣ . ٢ قضیه

(
n
m

)
با، است برابر تعداد این باشد. می نیست)، مهم ترتیب (که شیئ n از شیئ m انتخاب منزله به درست جایگاه در عدد m گرفتن قرار اثبات.

است واضح ٣ . ١ قضیه کمک با نگیرد، قرار خود درست جای در عددی هیچ که یافت را مانده باقی عدد n−m از هایی جایگشت تعداد باید حال

Cm =

(
n
m

)
y(n−m) داشت: خواهیم ضرب اصل از استفاده با y(n-m) با، است برابر تعداد این که

:[۶] نوشت زیر صورت به Γ تابع حسب بر می توان را ١ رابطه

y(n) = Γ (n+ ١−,١) e−١ (٢)

: آن در که

Γ(s, x) = (s− ١)! e−x
s−١∑
k=٠

xk

k!
(٣)

میدهیم. نشان pm با را باشند گرفته قرار درست جایگاه در عنصر m = ٠, ١, ..., n−١ دقیقا تصادفی جایگشت یک در اینکه احتمال ادامه در

در عنصری هیچ دیگر عبارت (به باشد گرفته قرار خود درست جایگاه در عنصر صفر عنصری، n تصادفی جایگشت یک در اینکه احتمال .٣ . ٣ قضیه
باشد. می p٠ = e−١ = ٠٫٣۶٧٩ باشد)، نگرفته قرار خود درست جایگاه

داریم: x و s جای به ترتیب به −١ و n+ ١ جایگذاری و ٣ رابطه از استفاده با اثبات.

Γ(n+ ١−,١) = n! e١
n∑

k=٠

−١k

k!

که این به توجه با و y(n)
n! =

∑n
k=٠

−١k
k! داریم: آن سازی ساده با کرد. بازنویسی y(n) = n!

∑n
k=٠

−١k
k! صورت به را ٢ رابطه میتوان

داریم: نتیجه در ex =
∑∞

n=٠
xn

n! = ١ + x+ x٢

٢! +
x٣

٣! + · · ·

lim
n→∞

y(n)

n!
=

∞∑
k=٠

−١k

k!
= e−١ = ٠٫٣۶٧٩



۴ طبسی هاشم سید طوسی، امین محمود عزتی، هاشم

باشد. می pm = e−١

m! باشند گرفته قرار خود درست جایگاه در عنصر m < n دقیقا عنصری n تصادفی جایگشت یک در اینکه احتمال .۴ . ٣ قضیه

داریم: ٣ . ٣ و ٣ . ٢ قضیه از استفاده با اثبات.

pm = lim
n→∞

(
n
m

)
y(n−m)

n!
= lim

n→∞

n!× y(n−m)

n!×m!× (n−m)!
= lim

n→∞

y(n−m)

m!× (n−m)!
=

e−١

m!

با: است برابر باشند گرفته قرار خود درست جایگاه در عنصر m حداقل عنصری n تصادفی جایگشت یک در اینکه احتمال .۵ . ٣ قضیه

p١:m = ١ − (e−١ +
e−١

١!
+

e−١

٢!
+ ...+

e−١

m!
) (۴)

یک دقیقا باشد، نداشته قرار درست جایگاه در عنصری هیچ تصادفی جایگشت یک در آنها، در که را هایی احتمال تمام مجموع باید ابتدا اثبات.
درست جایگاه در عنصر k = ٠, ١, ٢, ...,m دقیقا ها آن در که را هایی احتمال تمام صورت همین به باشد، داشته قرار خود درست جایگاه در عنصر

داشت: خواهیم مکمل احتمال کارگیری به با و کرده محاسبه را باشد داشته قرار خود

p١:m = ١ − (p٠ + p١ + ...+ pm)

داریم: ۵ . ٣ و ۴ . ٣ قضیه کمک به

p١:m = ١ − (e−١ +
e−١

١!
+

e−١

٢!
+ ...+

e−١

m!
)

است. درصد ٠٬٠٢ باشند، خود درست جایگاه در عنصر ٣ حداقل عنصری n تصادفی جایگشت یک در اینکه احتمال .۶ . ٣ نتیجه
داشت: خواهیم ۵ . ٣ قضیه از استفاده با

p١:m = ١ − (e−١ +
e−١

١!
+

e−١

٢!
+

e−١

٣!
) = ١ − (e−١ × (١ +

١
١!

+
١
٢!

+
١
٣!
)) = ١ − (e−١ × (٢٫۶۶۶۶)) ≈ ٠٫٠٢

حل که است شده داده نشان تصادفی، های جایگشت روی بر بخش این قضایای از آمده بدست عملی نتایج دادن نشان بر علاوه بعدی بخش در
شود. نمی بهینه نهایی جواب به منجر شده، تولید مصنوعی های گراف جفت روی بر تبریدی سازی شبیه الگوریتم با گراف تطابق مسئله

آزمایشات ۴

جایگشت تعدادی کمک به اول قسمت در می کنند. تایید را ۶ . ٣ نتیجه درستی که اند شده تقسیم قسمت دو به بخش این در شده انجام آزمایشات
با گراف هایی زوج اند، شده اقتباس [٣] مرجع از که مصنوعی، های گراف ساخت با دوم قسمت در و درست تطابقات تعداد مقایسه و تصادفی
قرار استفاده مورد مسئله حل برای تبریدی شبیه سازی الگوریتم و شده تولید دانسته جواب با رأس n = ٢٠, ۵٠, ١٠٠, ٣٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠, ١٠٠٠٠

است. گرفته

تصادفی های جایگشت از آمده بدست نتایج ١ . ۴

به عنصری n تصادفی جایگشت هزار صد از مذکور جدول در همچنین است. شده پرداخته ۶ . ٣ نتیجه درستی به ١ جدول کمک به زیربخش این در
جایگشتهای در همچنین و باشد می n = ٢٠, ۵٠, ١٠٠, ٣٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠, ١٠٠٠٠ که است شده استفاده ردیف هر برای ١, ٢, ٣, ..., n صورت
در است. شده فرض جایگشت آن در درست تطابق یک باشد، گرفته قرار شمارش لحاظ از خود مناسب مکان در که عددی هر شده، تولید تصادفی
ستون است. شده داده نشان است، گرفته قرار خود درست جایگاه در عنصر سه حداقل آنها در که ها جایگشت کل از هایی جایگشت تعداد سوم ستون

دهد. می نشان را دوم ستون به سوم ستون نسبت چهارم،



تصادفی جستجوی بر مبتنی روش های با گراف تطابق مسئله در درست تطابقات تعداد حداقل برای بالا حد یک ۵

٣ حداقل درستی احتمال
پنجاهم تکرار در راس

٣ حداقل درستی احتمال
اول تکرار در راس

تکرار تعداد رئوس تعداد

٠٫۴٠ ٠٫٠۵ ٢٠ ٢٠
٠٫١۶ ٠٫٠ ۵٠ ۵٠
٠٫٠٢ ٠٫٠١ ١٠٠ ١٠٠
٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٣٠٠ ٣٠٠

٠٫٠٢۴ ٠٫٠١٨ ۵٠٠ ۵٠٠
٠٫٠١٩ ٠٫٠١٣ ١٠٠٠ ١٠٠٠
٠٫٠٢ ٠٫٠٢ ١٠٠٠٠ ١٠٠٠٠

تبریدی. سازی شبیه الگوریتم با ۶ . ٣ نتیجه درستی نتایج :٢ جدول
نتایج شود می بیشتر رئوس تعداد چه هر شود می ملاحظه که همانطور

باشند. می دقیقتر آمده بدست

جایگشتها تعداد احتمال
عنصر ٣ حداقل درستی با

با جایگشتها تعداد
عنصر ٣ حداقل درستی

جایگشتها تعداد رئوس تعداد

٠٫٠١٨٣ ١٨٢٧ ١٠٠٠٠٠ ٢٠
٠٫٠١٨۶ ١٨۵۶ ١٠٠٠٠٠ ۵٠
٠٫٠١٨٧ ١٨٧۴ ١٠٠٠٠٠ ١٠٠
٠٫٠١٩۴ ١٩۴٣ ١٠٠٠٠٠ ٣٠٠
٠٫٠١٨٧ ١٨٧٢ ١٠٠٠٠٠ ۵٠٠
٠٫٠١٩٣ ١٩٣٩ ١٠٠٠٠٠ ١٠٠٠
٠٫٠١٨۶ ١٨۶٢ ١٠٠٠٠٠ ١٠٠٠٠

عنصر ٣ حداقل تصادفی جایگشت یک در اینکه احتمال :١ جدول
جایگشت هزار صد جدول، این در باشند، خود مناسب مکان در

است. شده استفاده مختلف های اندازه با تصادفی

تبریدی سازی شبیه الگوریتم نتایج ٢ . ۴

دوم ستون گراف، جفت هر رئوس تعداد دهنده نشان اول ستون است. شده داده نشان تبریدی سازی شبیه الگوریتم اجرای نتایج خلاصه ٢ جدول در
می پنجاهم و اول تکرار در رأس سه حداقل درستی احتمال دهنده نشان چهارم و سوم های ستون و گراف، جفت هر برای فوق الگوریتم اجرای تعداد
بود حالتی در ٢ بخش از حاصل نتایج که این به توجه با است. شده گرفته نظر در ۵٠ آن تکرار تعداد مذکور الگوریتم اجرای بار هر در همچنین باشند.

است. نمایانتر ۶ . ٣ نتیجه درستی شود می بیشتر رئوس تعداد چه هر شود، می ملاحظه ٢ جدول در کرد، می میل بینهایت سمت به n که

بندی جمع ۵

روش از استفاده با آمده بدست تئوری نتایج همچنین شد. ارائه گراف تطابق مسئله در درست تطابقات تعداد حداقل برای بالا حد یک نوشتار، این در
وجود عدم علت به شد ذکر مقدمه در که همانطور شد. داده نشان تئوری های بررسی صحت و گرفته قرار آزمایش مورد ابتکاری فرا و تصادفی های
شدنی عمل در این که شده استفاده دانسته واقعی جواب از تبریدی سازی شبیه الگوریتم هدف تابع در گراف، تطابق مسئله برای مناسب هدف تابع
بودن زمانبر به توجه با که شد می حاصل دقیقتری نتایج رئوس، تعداد افزایش با همچنین هستند. نتایج ترین آل ایده آمده بدست نتایج لذا نیست،

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد آینده در فراابتکاری های الگوریتم برای مناسب هدف تابع تولید شد. نظر صرفه کار این از الگوریتم اجرای
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