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چکیده
روش های از یکی دارد. مختلف علوم در فراوانی کاربردهای که است ماشین یادگیری و داده کاوی حوزه مهم مسائل جمله از داده ها خوشه بندی
این مشهورترین از یکی گراف طیفی خوشه بندی می باشد. گراف افرازبندی شیوه های از استفاده و گراف توسط داده ها وابستگی نمایش خوشه بندی،
ویژه مقدار کوچکترین دومین با متناظر بردارویژه از گراف طیفی خوشه بندی روش در است. نموده معطوف خود به را زیادی توجه که شیوه هاست
مزدوج گرادیان همچون بهینه سازی الگوریتم های از می توان ویژه، بردارهای و ویژه مقادیر محاسبه جای به می شود. استفاده داده ها خوشه بندی برای
سمت به و نموده حرکت تصادفی آغازین نقطه یک از که است تکراری روشی مزدوج، گرادیان شیوه ی نمود. استفاده مسئله پاسخ کردن پیدا برای نیز
ژنتیک، الگوریتم از استفاده با مقاله این در بیابد. را محلی کمینه یک است ممکن الگوریتم اولیه، شروع نقطه به بسته می کند. حرکت کمینه جواب

است. داده نشان را پیشنهادی شیوه کارایی آزمایشات نتایج می شود. پیدا خوشه بندی روش این برای مناسبی شروع نقطه

ژنتیک الگوریتم مزدوج، گرادیان مقدارویژه، بردارویژه، گراف، طیفی خوشه بندی کلیدی: واژه های
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مقدمه ١

به نیاز کاربردی، موارد از بسیاری کرد. استفاده مسائل از وسیعی دامنه مدل سازی برای آن ها از می توان که هستند ریاضی ساختارهای گراف ها
لاپلاسین ماتریس ویژه بردارهای و ویژه مقادیر از استفاده گراف، طیفی خوشه بندی میان این در دارند. گراف ها زیر به آن ها افراز و گراف ها خوشه بندی
برای کم، نیاز مورد حافظه میزان و همگرایی در سرعت دلیل به مزدوج روش گرادیان آن، دنبال به می کند. ارائه خوشه بندی برای را گراف با متناظر
نقاط سمت به روش این گاهی می شود. کمینه هدف تابع مقدار اولیه، نقطه یک از شروع با روش این در است. توجه مورد بردارها این زدن تقریب
ژنتیک، الگوریتم کمک به مقاله این در نیست. مطلوب آن از حاصل افرازبندی اما می کنند صدق مساله شرایط در که می شود همگرا محلی مینیمم
نتیجه را مطلوب افرازبندی نتیجه در و شود همگرا سراسری مینیمم سمت به مزدوج گرادیان الگوریتم که می یابیم را اولیه نقطه مولفه های از جایگشتی

دهد.
عدد یک با گره هر که گونه ای به بوده گراف رئوس مجموعه V = {١, ٢, . . . , n} که بگیرید نظر در را G = (V,E) جهت بدون و ساده گراف
e نشان دهنده E = {(i١, j١), . . . , (ie, je)} گراف یال های مجموعه است. |V | = n با برابر گراف اندازه و می شود داده نمایش i ∈ V واحد
اندازه های با گراف زیر دو به گراف افراز گراف، خوشه بندی از هدف می شود. داده نمایش (i, j) ∈ E زوج با j به i از یال هر که است گراف در یال

شود. کمینه زیرگراف دو کننده متصل یال های تعداد ممکن حد تا که گونه ای به است برابر

می شود: تعریف زیر صورت به G گراف مجاورت ماتریس .١ . ١ تعریف
Wij = ١ if (i, j) ∈ E

Wij = ٠ if (i, j) /∈ E
∀i, j ∈ V

است. متقارن ماتریس یک Wn×n که

١سخنران

١
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دست به L = D −W فرمول از گراف لاپلاسین ماتریس است. G گراف در ام i رأس درجه dii که است قطری ماتریسی ، D درجه ماتریس
.[٣] است مثبت معین و متقارن که می آید

دو به را گراف باشد. X ∈ {−١, ١}n کنید فرض بگیرید، نظر در را |V | = n که صورتی به G = (V,E) جهت بدون و ساده گراف .١ . ٢ لم
می گیریم. نظر در −١ صورت، این غیر در و +١ برابر را آن با متناظر xi شده اند داده نسبت اول افراز به که گره هایی برای و می کنیم افراز زیرگراف
برابر شده اند، تولید X توسط که زیرگراف دو بین یال های تعداد صورت، این در باشد. G گراف با متناظر لاپلاسین ماتریس L کنید فرض همچنین،

.[٢] ١
۴
(
XtLX

)
با است

بودن صحیح عدد محدودیت ، f(X) = ١
۴
(
XtLX

)
تابع به XtX = n محدودیت افزودن و آزادسازی یک انجام با ، ١ . ٢ لم از استفاده با

حاصل زیر بهینه سازی مساله نهایت، در و اضافه مساله به etX = ٠ محدودیت زیرگراف، دو اندازه بودن برابر برای همچنین می شود. برداشته X
:[٢] می شود

min f(x) = XtLX

s.t etX = ٠
n∑

i=١

x٢
i = n (١)

باشند صحیحی اعداد i١, . . . , ik و باشند، A مقادیرویژه λ١ ≤ λ٢ ≤ . . . ≤ λn و باشد، هرمیتی ماتریس یک A ∈ Mn کنید فرض .١ . ٣ لم
همچنین و ، p = ١, . . . , k هر برای Axip = λipxip که گونه ای به باشند متعامد xi١ , . . . , xik و ، ١ ≤ i١ < · · · < ik ≤ n که طوری به

آنگاه ، S = span{xi١ , . . . , xik}

λi١ = min
{x:٠̸=x∈S}

xtAx

xtx
= min

{x:x∈S and ||x||١=٢}
xtAx

≤ max
{x:x∈S and ||x||١=٢}

xtAx = max
{x:٠̸=x∈S}

xtAx

xtx
= λik (٢)

مقدارویژه با متناظر بردارویژه که λk = mink
XtMX
XtX آنگاه، باشند، M ∈ Rn×n ماتریس مقادیرویژه نشان دهنده λ١ ≤ λ٢ ≤ . . . ≤ λn اگر

.[١] است آن جواب λk

تقسیم این مقدار بیشترین λn نهایت در آخر، تا ترتیب به و بعدی کمینه مقدار λ٢ سپس و تقسیم این مقدار کمترین λ١ می شود نتیجه ١ . ٣ لم از
و λ١ = ٠ گراف، لاپلاسین ماتریس برای می شود. شتاخته ریلی-ریتز٢ تقسیم یا رایلی قسمت خارج عنوان به XtMX/XtX تقسیم است.
محدودیت در اما است، (١) مساله جواب مقدارویژه، کوچک ترین با متناظر بردارویژه نتیجه در است. e = (١, . . . , ١)t آن با متناظر بردارویژه
.[۴] می رسیم زیر هدف تابع به نهایت در و می شود استفاده مقدارویژه کوچک ترین دومین یعنی دوم، مینیمم از رو این از نمی کند، صدق etX = ٠

f(X) =
XtLX

XtX

مزدوج گرادیان الگوریتم ١ . ١

محلی مینیمم نقطه به است) مساله بعد n ) گام n در و می کند شروع X٠ اولیه نقطه یک از که است تکراری الگوریتم یک مزدوج، گرادیان روش
: .[٢] است زیر صورت به روش این در نقاط محاسبه می شود. همگرا

Xk = Xk−١ + αkdk (٣)

آن در که
αk = argmin

α>٠
f(Xk + αdk)

٢Rayleigh quotient
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۴

٨
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.٨ تا ١ شماره های

هستند. گراف در برش مورد لبه های معرف خط چین ها :١ شکل

می آید: دست به زیر روش به و می یابد کاهش هدف تابع مقدار آن راستای در که است جهتی dk ، (٣) رابطه در همچنین

d٠ = −g٠ , dk = −gk−١ + βk−١dk−١ (۴)

است مزدوج جهت های به هنگام سازی پارامتر βk−١ و xk نقطه در f تابع گرادیان gk آن در که

ژنتیک الگوریتم با مزدوج گرادیان روش اولیه نقطه مقداردهی پیشنهادی: روش ٢

می باشد. صفر برابر آن ها داخلی ضرب نتیجه در . [٣] متعامدند یکدیگر با آن هاست، جزو هم ما نظر مورد جواب که لاپلاسین، ماتریس بردارهای ویژه

می شوند. متعامد e بردارویژه و X٠ اولیه نقطه (∀i = ١, ٢, . . . , |V | = n) ،xi = i− (|V |+ ٢/(١ که گونه ای به X٠ اولیه نقطه انتخاب با
.[١] متعامدند e بردار با نیز بعدی آمده بدست نقاط تمام مزدوج گرادیان روش در جهات بودن مزدوج دلیل به

در که گونه همان است. اهمیت حائز سراسری بهینه به رسیدن در اولیه نقطه انتخاب محلی، مینیمم به مزدوج گرادیان الگوریتم همگرایی دلیل به
برش، چهار با که می شود ١(ج) شکل الگوریتم، خروجی گراف، این لاپلاسین ماتریس روی بر مزدوج گرادیان الگوریتم اجرای با می شود، دیده ١ شکل
نشان ١(ب) شکل در که بهینه خروجی که حالی در می کند، افراز V٢ = {۵, ۶, ٧, ٨} و V١ = {١, ٢, ٣, ۴} راس های با گراف زیر دو به را گراف

می باشد. V٢ = {٣, ۴, ۵, ۶} و V١ = {١, ٢, ٧, ٨} راس های با گراف زیر دو به دوبرش با است، شده داده
ما کرد. تولید را جدید اولیه نقطه درایه ها این جابجایی با می توان می ماند. باقی متعامد e بردار با X٠ همچنان کنیم، جابجا را X٠ درایه های اگر
مقدار که کند هدایت سمتی به را مزدوج گرادیان الگوریتم اولیه، نقطه این تا هستیم درایه ها این از مناسبی جایگشت دنبال به ژنتیک الگوریتم کمک به

دهد. نتیجه را برشی یال تعداد کمترین و شده مینیمم ممکن حد تا (١) مساله هدف تابع

آزمایشات نتایج ٣

به اشتباه به (ج) ١ شکل مطابق گراف مزدوج گردایان الگوریتم اجراهای برخی در که شد داده نشان کوچک گراف یک نمونه عنوان به ١ شکل در
در پیشنهادی شیوه کارایی بررسی منظور به هستند. برشی یال های چین، خط با شده داده نشان لبه های (ج) ١ شکل در می شود؛ تقسیم بخش دو
بکار آزمایشات در و شده تولید مختلف ابعاد با تصادفی گراف چندین مناسب، اولیه ی شروع نقطه جستجوی طریق از مزدوج گرادیان روش بهبود
مورد گراف های است. استفاده مورد مثال شماره بیانگر جدول هر در ردیف شماره است. آمده ٣ تا ١ جدول های در آزمایشات نتایج شده اند. گرفته
ژنتیک، الگوریتم در استفاده مورد هدف تابع می باشند. رأس ٣۵٠ و ٣٠٠ ،٢۵٠ ،٢٠٠ ،١۵٠ دارای ترتیب به که هستند تصادفی گراف های بررسی،
و شده تولید تصادفی گراف گراف،٢٠ اندازه ی هر برای است. آمده ١ جدول در هدف تابع این مبنای بر مقایسه ای نتایج که است بوده XtLX تابع
رأس ١۵٠ با تصادفی گراف ٢٠ روی بر اجرا نتایج فوق الذکر، جدول اول سطر نمونه، عنوان به ترتیب این به است. آمده جداول در نتایج میانگین
نتایج مثال ها تمام در است توانسته ژنتیک، الگوریتم می شود، دیده ١ در که همان گونه می دهد. نشان را ستون هر میانگین جدول هر آخر سطر می باشد.

بخشد. بهبود را مزدوج گرادیان روش
XtLX رابطه در بردار این دادن قرار با که آورد بدست را −١ و +١ شامل جدید بردار می توان مزدوج گرادیان از حاصل X بردار خوشه بندی با
در لذا بوده اند. جهت بدون و وزن بدون گراف هایی شده، انجام آزمایشات در شده تولید گراف های است. محاسبه قابل برشی یال های تعداد ١ . ٢ لم از
محکی خوشه، دو بین برشی لبه های تعداد مجموع این رو، از است. شده داده نشان صفر با لبه وجود عدم و یک با لبه وجود گراف، مجاورتی ماتریس
همان گونه می دهد. نشان را بررسی مورد روش دو در خوشه دو بین برشی لبه های تعداد ٢ جدول می باشد. شده انجام خوشه بندی بودن بهینه میزان برای

هستند. مختلف اجرای ٢٠ میانگین سطر هر نتایج هم اینجا در مجدداً هستند. قبلی جدول نتایج مؤید نتایج این می رود، انتظار که



۴ زعفرانیه مهدی امین طوسی، محمود نعمتی، مهدی

روش
GACG CG شماره
٣٫١٧٣ ٠٫٠٨٠ ١
٢٫٧۶٠ ٠٫٠٠٧ ٢
٣٫٢٢٢ ٠٫٠٠٩ ٣
٣٫٧٨٨ ٠٫٠١٢ ۴
۴٫٣٩١ ٠٫٠١٣ ۵
٣٫۴۶٧ ٠٫٠٢۴ میانگین

اجرا زمان :٣ جدول

روش
GACG CG شماره
٣١٣٫٠٠٠ ٣٣۴٫٢٠٠ ١
۴۵٩٫٩٠٠ ۴٩٠٫۶۵٠ ٢
۶٧٩٫۵٠٠ ٧٢۶٫۴٠٠ ٣
٩۵٧٫۵۵٠ ٩٩٩٫٨٠٠ ۴
١٢٨٨٫۶٠٠ ١٣٣۶٫٩۵٠ ۵
٧٣٩٫٧١٠ ٧٧٧٫۶٠٠ میانگین

برشی یال های تعداد :٢ جدول

روش
GACG CG شماره
٧٫٧۶۶ ٨٫٩٩١ ١
٨٫٧٨۵ ٩٫٨۶٣ ٢
١٠٫۴١۴ ١١٫٧٢۶ ٣
١٢٫١۴٣ ١٣٫٢۴٨ ۴
١۴٫٢۴٩ ١۵٫٢٠٠ ۵
١٠٫۶٧٢ ١١٫٨٠۵ میانگین

هدف تابع هزینه :١ جدول

است. کرده بیشتر را پردازش زمان مزدوج، گرادیان روش مناسب اولیه مقادیر کردن پیدا برای ژنتیک الگوریتم از استفاده نتیجه در حاصله بهبود
می دهد. نشان را روش دو برای گراف اندازه هر از تصادفی نمونه ٢٠ تمام برای موردنیاز زمان ٣ جدول سطر هر

است. شده انجام هسته ٨ با Intel CORE i7 مرکزی پردازشگر دارای دستگاه روی بر و MATLAB 2017 نرم افزار در آزمایشات تمام

نتیجه گیری ۴

نتیجه بهبود و مقایسه برای راهی موارد این در که است گونه ای به الگوریتم طبیعت و نداشته را انتظار مورد نتایج مواردی در مزدوج گرادیان الگوریتم
می کند همگرا سراسری مینیمم سمت به را مزدوج گرادیان الگوریتم ژنتیک، الگوریتم از آمده دست به اولیه نقاط که شد مشاهده موارد بیشتر در ندارد.

می کند. حل خوبی به را مشکل این و می رسد مقدار کمترین به برشی یال های تعداد نتیجه در که

مراجع

.١٣٧٣ مشهد، مشهد، فردوسی دانشگاه انتشارات ، کاربردی) و (تئوری بهینه سازی مهدی، محمد سید شهیدی پور، ترجمه رائو، اس.اس، [١]

و بابایی ترکیبی مزدوج گرادیان الگوریتم عددی تاثیر بررسی عملیات، در تحقیق المللی بین کنفرانس هشتمین قنبری، رضا ابویی مهریزی، احمد [٢]
.(١٣٩۴) گراف افرازبندی مساله حل در قنبری

[3] N.P. Kruyt, Parallel Computing, A conjugate gradient method for the spectral partitioning of graphs
volume number (1997) 1493-1502.

[4] A. Pothen, H.D simon and K.P Liou, SIAM Journal on Matrix Analysis and Applications, Partitioning
sparse matrices with eigenvectors of graphs volume number (1990) 430-452.

m.nemati@sun.hsu.ac.ir الکترونیکی: پست
m.amintoosi@hsu.ac.ir الکترونیکی: پست

mehdi.zaferanieh@gmail.com الکترونیکی: پست


